
1 群作用和轨道

记 S = {σ1, σ2, . . . , σm}, G = ⟨S⟩，考虑 G 在 Ω 上天然的群作用 ∗（即 “置换” 一词的本来意义），
则对于任一元素 β ∈ Ω，我们可以求得它的轨道 O(β) = {g ∗ β|g ∈ G}。
虽然我们不知道 G 的具体结构，但是我们拥有它的一个生成元集 S。对于任意 g ∈ G，都可以找到

一组 s1, s2, . . . , sk ∈ S ∪ S−1，使得 g = s1 · s2 · · · sk。此时群作用变为

g ∗ β = (s1 · s2 · · · sk) ∗ β = s1 ∗ (s2 ∗ (· · · sk ∗ β))

，可以看出 G 在 Ω 上的作用，实际上是由 S ∪ S−1 在 Ω 不断作用得到的。
受上面观察的启发，我们构造一个无向图 G = ⟨V,E⟩，其中 V = Ω，而

E = {(a, b)|∃s ∈ S ∪ S−1, s ∗ a = b}

在无向图 G 中，我们可以清楚地看到，γ ∈ O(β) 当且仅当 β 和 γ 属于同一个连通分量。由于我们只关
心 O(β)，不妨做出以 β 为根的一颗生成树 T。一个附加的好处是，对于任意给出的 γ，可以求出一个
满足 g ∗ β = γ 的 g。具体的做法非常简单，只需要将 T 上从 β 到 γ 唯一的路径上所有置换相乘，即得
所求的 g。
在上述算法中，建图的复杂度是 O(|Ω| · |S|)，构建生成树的时间复杂度是 O(|Ω|2)。如果预处理根到

每个节点的置换之积，则之后每次询问都能在 O(1) 的复杂度内得到。

2 稳定子群降链和强生成集

我们知道，轨道 O(β) 和群 G 关于稳定化子 stab(β) 的陪集划分是一一对应的。所以我们知晓了轨
道 O(β)，实际上就是知道了关于 stab(β) 陪集划分的代表元。
不甚自然地，引入稳定子群降链的定义：
对于元素序列 (β1, β2, . . . , βk)，其中 βi ∈ Ω，其对应的稳定子群降链 G = G1 ≥ G2 ≥ · · · ≥ Gk+1 满

足
∀g ∈ Gi, ∀1 ≤ j < i, g ∗ βj = βj

换句话说，Gi 是 β1, β2, . . . , βi−1 的稳定化子。
额外地，如果 Gk+1 = {1} 是平凡群，则 (β1, β2, . . . , βk) 称为关于 G 的一组基。
进一步地，对于某个生成元集 S 和关于基 (β1, β2, . . . , βk) 的子群降链 G1 ≥ G2 ≥ · · · ≥ Gk+1，如果

有 ⟨S ∩Gi⟩ = Gi，则称 S 是关于基 (β1, β2, . . . , βk) 的一个强生成元集。

2.1 计算 ⟨S⟩ 的阶数
如果我们把 Gi 写成关于 Gi+1 的陪集划分，由拉格朗日定理，有：

|Gi| = |Gi+1| · |Gi : Gi+1|

不断递推得到
|G| = [G1 : G2] · [G2 : G3] · · · [Gk : Gk+1]

因为 Gi+1 是 Gi 中元素 βi 的稳定化子，根据轨道和陪集划分的对应关系，我们有 [Gi : Gi+1] = |O(βi)|，
代入得到

|G| = |O(β1)| · |O(β2)| · · · |O(βk)|
剩下的工作只是计算 βi 在 Gi 中的轨道数 O(βi)，因为 S 是强生成元集，又因为 Gi 是元素

β1, β2, . . . , βk 的稳定化子，所以容易求得 S ∩ Gi，由定义 ⟨S ∩ Gi⟩ = Gi 知道 S ∩ Gi 是 Gi 的生成元
集。根据上一节的内容，我们知道在具有生成元集的情况下，计算元素的轨道数是简单的。

2.2 测试 g ∈ ⟨S⟩ 是否成立
若 g ∈ G，通过不断把陪集表示展开，可以得到

g = r1 · r2 · · · rk(ri ∈ Gi/Gi+1)

（注意，我们借用了商群的符号了表示陪集的划分）
所以，测试 g ∈ G 等价于把 g 按照陪集表示展开。对等式取关于 β1 的轨道，因为 r2 · r3 · · · rk ∈

G2 = stab(β1)，有：
g ∗ β1 = r1 ∗ ((r2 · r3 · · · rk) ∗ β) = r1 ∗ β1

因为我们可以求得 β1 的轨道，所以求得 r1 也是自然的，之后只要递归地在 G2 中展开 r−1
1 · g 即可。

容易分析得到，一次展开的时间复杂度是 O(|Ω|2)。
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3 强生成元集的构造

余下的工作只有一件，对于任意给出的生成元集 T，如何构造等价的强生成元集 S 及其对应的基
(β1, β2, . . . , βk)。
为此，需要 Schreier 引理：如果 G = ⟨S⟩,H ≤ G，r 表示 G/H 中 r 所在陪集的代表元，则：

H = ⟨r · s · (r · s)−1|r ∈ G/H, s ∈ S⟩

引理实际上是说，如果我们拥有 G 和生成元集和 G/H 的代表元，则可以得到 H 的生成元集。
于是我们可以从 G1 = G = ⟨T ⟩ 出发，取任一 β1 满足 stab(β1) ̸= G1，容易计算出 O(β1)，即

G1/G2。根据引理，我们已经可以枚举出 G2 的生成元集。
需要注意的是，如果把所有可能的生成元全部作为 G2 的生成元，可能导致整体复杂度的退化。为

此，需要对这个生成元集作极小化，也就是说每次添加生成元时，如果已经属于生成元集，则应该被忽
略。为了快速做到这点，需要利用上节介绍的算法，为此需要得到 G2 的一个稳定子群降链，即是说每
次加入元素，需要递归调用算法。
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